Fullstand eines Behalters

Der Behalter ist eines der haufigsten Apparate in der chemischen Industrie zur
Aufbewahrung von Flissigkeiten. Dabei ist die Kenntnis das Gesamtvolumens als auch des
Fallvolumens von entscheidender Bedeutung. Wichtig ist dabei der Zusammenhang
zwischen Fullvolumen und Fillhéhe. Die Flllhéhe Iasst sich leicht messen, wahrend sich das
Fallvolumen in der Regel nicht messen lasst.

Wie betrachten Kugelbehalter und Behalter mit zylindrischem Teil und elliptischen Bbéden.

Volumen einer Kugel:
V==r3
37‘ T

Ableitung des Fullvolumens eines Kugelbehélters mit der Flllhéhe h.
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Abb. 1 Skizze der Kugel

Darin ist r = Kugelradius, h die Flllhéhe, x der Radius des Flissigkeitsspiegels, y =r — h.
Die Oberflache des Fllssigkeitsspiegels mit Flillstand = h:
A =mx?

FUr eine Schichtdicke dy ergibt sich dann das Schichtvolumen dV

dv = nx?dy
Der Zusammenhang zwischen y und x lautet

r? =x% 4+ y?
Nach x? aufgeldst und eingesetzt ergibt:

AV =n(r? — y®)dy

Somit erhalten wir das Integral
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Ergebnis der Integration:
1
V= n(hrz —§(r3 —(r—- h)3)>
Setzen wir zur Probe h = r, erhalten wir das halbe Kugelvolumen:

V==:r3
3T7T

Volumen des vertikalen d.h. senkrechten Zylinders:
V =r’nh

mit h = FUllhéhe, r = Zylinderradius



Volumen des horizontalen d.h. waagerechten Zylinders:

Methode 1: FlUr den bis zur Héhe h gefillten Zylinder der Lange | gilt
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Abb. 2 Skizze des teilweise geflllten Zylinders

Darin h die Fullhéhe, r der Zylinderradius, x die halbe Breite des Fllssigspiegels. Es giltr =y
+ h.

Far die Flache des FlUssigspiegels gilt
A = 2xl
Mit | der Zylinderlange. Fir eine Schichtdicke dy gilt das Volumen dy
dV = 2xldy
Flr die Beziehung zwischen x und y gilt
r? =x% 4+ y?

Nach x aufgel®st und eingesetzt erhalten wir

dV = 2lJr? — y2dy

mit y = r — h erhalten wir das Integral

T
V=21 f Jr? —yidy
r—h

Ergebnis der Integration in den Grenzeny =rundy =r - h:

V= l(y\/ryz + yzarcsir%)r
T
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Nach Einsetzen der oberen Grenze y = r und der unteren Grenze y =r - h lautet das
Ergebnis:

r—h
V=l(rzg—(r—h) r2— (r—h)2 — (r — h)?arcsin " )

Setzen wir zur Probe h =r, erhalten wir

Dies ist das halbe Zylindervolumen.



Methode 2:

Mit der Gleichung Flissigvolumen V = Ausschnittvolumen V, — Dreieckvolumen Vp erhalten
wir das Fullvolumen. Gemaf Abb. 2 ist r der Radius des Zylinders, h die Fillhdhe, x die
halbe Breite des FlUssigspiegels, y = r — h. Alpha ist der Winkel des Flissigspiegels mit dem
Zylindermittelpunkt.

Das Ausschnittvolumen V4 berechnet sich als Teil des Kreises:

Darin ist a der Winkel des Kreisausschnitts in Winkelmarf3.

Im BogenmalR gilt

NS

VA = lTZ

Das Bogenmaf 21 entspricht 360° Winkelmal.
Fir die weiteren Berechnungen gilt das Bogenmaf3. Wir wollen den Winkel durch y ersetzen.

Far den Winkel gilt:
Daraus erhalten wir:

Damit ergibt sich das Ausschnittvolumen V:
y
— ]2 4
V, = lr-arccos (r)
Flr das Dreiecksvolumen Vp, gilt
Vp = lyx

yx ist die doppelte Flache eines der rechtwinkligen Dreiecke. Darin ist x die halbe Breite des
Flissigstandes h. Es gilt

x =412 —1y2
damit erhalten wir
Vp = lym
Damit erhalten wir insgesamt das Fullvolumen V
V = lrarccos (%) —lyJr2 —y2

Mit



y=r—nh
erhalten wir

r
V= lrzarccos( ) —I(r —h)\Jr2 —(r — h)?

Mit h =r, d.h. y = 0 erhalten wir wie oben das halbe Zylindervolumen.



Methode3: Nach Bartsch, ,Taschenbuch mathematischer Formeln®“ ergibt sich das

Zylindervolumen mit dem Winkel a im Bogenmal3:

2

V= l%(a—sina)

Der Winkel a lasst sich einfach geman der Beziehung
r—h
a = 2arccos ( )
T

berechnen. Dies ist die einfachste bekannte Berechnung des vertikalen Zylindervolumens.

Beispiel:

Die Zylinderlange sei 1, der Radius r sei ebenfalls 1. Der Winkel a sei 30°, Bogenmal =
0,5236, Bogenmalf von 15° = 0,2618. cos 15° bzw. cos 0,2618 = 0,96593, d.h. y = 0,9659
und arccos 0,9659 ist ebenfalls = 0,2618. Damit erhalten wir V= 0.0117. Als
Zwischenergebnis erhalten wir Va = 0,2618, Vp=0,2501 und h = 0,0341.



Volumen des vertikalen elliptischen Bodens:
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Abb. 3 Skizze des elliptischen Bodens

Darin sind a und b die Achsen der Ellipse, h die Flullhéhe, y = b — h, x ist die Lange des
Flussigspiegels auf der a-Achse. Die untere Halfte der Ellipse entspricht dem unteren, die
obere Halfte dem oberen Boden. Beim Beflllen des vertikalen Behalters lauft also zunachst
der untere Boden voll, dann der Zylinder und zum Schluss der obere Boden.

Die Gleichung der Ellipse lautet:

Daraus erhalten wir

und

bZ
y? = = (a® —x?%)
Das Volumen des elliptischen Bodens erhalten wir dadurch, indem wir die Ellipse um die y-
Achse rotieren lassen. Wirden wir die rotierende Ellipse von oben betrachten, wirden wir

einen Kreis sehen.

Der Zylinder hat den horizontalen Radius a. Fir die Flllhéhe h gilt, solange h < b ist.

h=b-y
Far die Flache an der Stelle h gilt
A=x%nm
Fir das Schichtvolumen gilt
dV = Ady
d.h.
av = nx?dy

Die Ellipsengleichung nach x aufgelést ergibt das Integral:



aufgeldst

Die Lésung dieses Integrals ergibt:

a2

/4 =n[a2(b—y) _W(m _}’3)]

Probe:

Setzen wir y = 0, erhalten wir das halbe Volumen der Rotationsellipse. Fir das ganze
Volumen ergibt sich daraus:

V—4 2p
=3ma

Zum Vergleich: Fir das Kugelvolumen gilt die Formel
V= §TL’T

Beispiel:

Radius des Zylinders R =1, d.h. a=1, b = 0,3. Der Boden werde auf h = 0,1 gefullt. Damit
wirdy=b—-h=0,2.

Ergebnis:
Vi, = 0,07956

Anm.: fir b - y kénnen wir direkt h einsetzen.



Volumen des horizontalen elliptischen Bodens:
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Abb. Skizze des elliptischen Bodens, Seitenansicht, Draufsicht

Die linke Halfte der Ellipse stellt den linken Boden des horizontalen Behélters, die rechte
Halfte der Ellipse den rechten Boden dar. a und b sind die Ellipsenachsen, z und y die
Koordinaten des Flissigspiegels bei h der Fullhéhe. Wir denken uns die Ellipse um die
Zylinderachse a rotiert. In der Draufsicht auf die a-Achse ergibt sich daher ein Kreis mit dem
Radius r = b des Behalterzylinders.

Fir die Flache des Flussigspiegels in der Ellipse bei h gilt

A =xzn
Das Volumen ist
dV = Ady
Eingesetzt erhalten wir
dV = xzndy

Da wir Uber y integrieren, missen wir x und z durch y ersetzen. Fir die Ellipse gilt mitb =r

S+5=1
Daraus erhalten wir
z=—4r2—y?
Far den Kreis gilt
x =412 —1y2

Damit ergibt sich das Volumen




Daraus erhalten wir
r T
1
dV = ma ery—; fyzdy
—h -h
Das Ergebnis der Integration lautet
V= E[hrz Sy h)3)]
or 3
Wenn wir h = r setzen erhalten wir das halbe Volumen der Rotationsellipse
2

V==
377,'(17'

2

Zum Vergleich: Fir das Kugelvolumen gilt die Formel

V_4
—3nr

3

Zur Berechnung eines Behéltervolumens missen wir die Fillvolumen der Béden und des
Zylinders separat berechnen und addieren. Beim vertikalen Behélter erfolgt die Berechnung
in drei Teilen entsprechend des Beflllens. Der erste Teil ist das Befullen des unteren Bodens
bis dieser voll ist, der zweite Teil der des Beflillens des vertikalen Zylinders bis dieser voll ist,
der dritte Teil das Beflllen des oberen Bodens bis auch dieser voll ist.

Anmerkung.

Geplant sind numerische Berechnungen in Excel. Darin enthalten sind eine numerische
Berechnung der Volumina durch Integration nach Simpson sowie der Nachweis, dass alle
Gleichungen Ubereinstimmen. Solange dieser Nachweis nicht erbracht ist, kann fir die
Richtigkeit der Gleichungen keine Garantie tibernommen werden. Fir kritische Hinweise bin
ich dankbar.
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